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Алгебра и анализ
Том 00 (0000), №0
ВЫМЕТАНИЕ МЕР И СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
НА СИСТЕМУ ЛУЧЕЙ. II. ВЫМЕТАНИЯ КОНЕЧНОГО
РОДА И РЕГУЛЯРНОСТЬ РОСТА НА ОДНОМ ЛУЧЕ
© Б.Н. ХАБИБУЛЛИН, А.В. ШМЕЛЕВА, З.Ф. АБДУЛЛИНА
Расширяются классические выметания мер и субгармонических функ-
ций на систему лучей S с общим началом на комплексной плоскости C.
Это позволяет для произвольной субгармонической функции v конеч-
ного порядка на C строить δ-субгармоническую на C функцию, гар-
моническую вне S, совпадающую с v на S вне полярного множества,
того же порядка роста, что и v. Приводятся применения к исследо-
ванию взаимосвязи роста целой функции на S с распределением её
нулей. В настоящей второй части работы существенно используются
результаты и подготовительной материал ее первой части.
Библиография: 18 названий.
Содержание
§1. Введение 2
1.1. Истоки и предмет исследования 2
1.2. Выметание конечного рода на R+ 4
1.2.1. Выметание конечного рода на R+ заряда конечного порядка 4
1.2.2. Выметание конечного рода δ-субгармонической функции на
R
+ 5
1.2.3. Оценки интеграла от субгармонической функции по
интервалам 6
1.2.4. Критерий вполне регулярного роста целой функции на
одном луче 7
§2. Гармонический заряд конечного рода 8
2.1. Гармонический заряд и ядро Пуассона рода q 8
2.2. Оценки гармонического заряда рода q 10
§3. Выметание конечного рода заряда 11
Ключевые слова: целая функция, последовательность нулей, субгармоническая
функция, мера Рисса, выметание.
Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект № 18-
11-00002).
1
2 Б.Н. ХАБИБУЛЛИН, А.В. ШМЕЛЕВА, З.Ф. АБДУЛЛИНА
3.1. Выметание рода q из верхней полуплоскости и его оценки 11
3.2. Выметание конечного рода заряда конечного порядка 15
3.3. Выметание конечного рода и повторные интегралы 18
3.4. Выметание конечного рода заряда из угла 21
§4. Выметание конечного рода δ-субгармонической функции 23
4.1. Выметание δ-субгармонической функции конечного порядка
из верхней полуплоскости 23
4.2. Выметание δ-субгармонической функции конечного порядка
из угла 27
4.3. Условие Бляшке конечного рода в терминах δ-
субгармонической функции 28
4.4. Доказательство теоремы A2 32
4.5. Интегралы от субгармонических функций по лучу 33
4.6. Доказательство теоремы A3 36
4.7. Критерии вполне регулярного роста субгармонической
функции на системе лучей 38
4.7.1. Критерий вполне регулярного роста субгармонической
функции на одном луче 38
4.7.2. Критерий вполне регулярного роста субгармонической
функции на конечной системе лучей 39
Список литературы 39
Список литературы 40
§1. Введение
1.1. Истоки и предмет исследования. Все обозначения и определе-
ния согласованы с первой частью [1] нашей работы и в значительной
мере с исходной для нашего исследования статьей первого из авторов
[2]. При необходимости мы их напоминаем. В частности, для подмно-
жества S в комплексной плоскости C через sbh(S), har(S), δ-sbh(S) и
Hol(S) обозначаем классы соответственно субгармонических, гармониче-
ских, δ-субгармонических и голоморфных функций на каких-либо откры-
тых окрестностях множества S.
Как уже отмечалось в [1, введение], в отличие от классического случая
выметания на замкнутую систему лучей S с общим началом в C выме-
тание конечного рода q = 0, 1, 2, . . . позволит сопоставлять каждой мере ν
конечного порядка из класса борелевских положительных мер M+(C) на
плоскости с помощью определенного интегрального преобразования неко-
торый заряд νbal[q] ∈ M(C) того же порядка, сосредоточенный на S и
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называемый выметанием рода q меры ν на S. Наиболее важно при этом
то, что для каждой функции v ∈ sbh(C) с мерой Рисса ν можно подобрать,
вообще говоря, не единственную, δ-субгармоническую функцию, т. е. раз-
ность субгармонических функций [3]–[5, 3.1], vBal ∈ δ-sbh(C) с зарядом
Рисса νbal[q], для которой vBal = v на S вне полярного множества, т. е.
множества нулевой логарифмической ёмкости [6], [7], и функция vBal гар-
моническая в C \ S. Функцию vBal называем тоже выметанием функции
v на систему лучей S. Если функция v конечного порядка роста, то ее
выметание vBal можно подобрать того же порядка роста. При q = 0 это в
точности классическое выметание из первой части [1] нашей работы. По-
добная техника позволяет при исследовании поведения субгармонической
или целой функции на системе лучей S ограничиться исследованием δ-
субгармонических функций, гармонических вне S, с зарядом Рисса на S.
Выметание конечного рода мер и субгармонических функций будет ис-
пользовано для получения новых критериев вполне регулярного роста суб-
гармонической и/или целой функции конечного порядка на произвольной
системе лучей S и, прежде всего, на одном луче в терминах выметания рас-
пределения масс и/или нулей на эту систему лучей. Некоторый специаль-
ный перенос-смещение мер Рисса субгармонической функции на лучи ис-
пользовался в совместной статье А.Ф. Гришина и Т.И. Малютиной [8] для
получения, в частности, признаков вполне регулярного роста субгармони-
ческой функции v ∈ sbh(C) на луче в терминах некоторых специальных
интегралов от v по этому лучу [8, теорема 3], но не в терминах меры Рисса
этой функции v. Дополнительные результаты и библиографические ссыл-
ки по исследованию полной регулярности роста субгармонической и/или
целой функции на лучах можно найти в [1], [2], [8], [9].
Используемые в работе интегральные преобразования, представления и
ядра в них имеют параллели с представлениями голоморфных функций
на полуплоскости из монографии Н.В. Говорова [10, гл. 1, § 3] по форме
и духу, но не по содержанию, хотя в некотором смысле двойственные глу-
бинные взаимосвязи с представлениями Н.В. Говорова отрицать нельзя.
Ниже в подразделе 1.2 сформулированы теоремы A1, A2, A4 о вымета-
нии на систему лучей S и его применениях лишь в частном случае системы
лучей S, состоящей из единственного луча: замкнутой положительной по-
луоси R+ на вещественной оси R. Тем не менее большинство результатов,
приведенных и обсуждаемых в подразделе 1.2, нам ранее не встречалось
и, на наш взгляд, уже представляют интерес. Они достаточно детально
иллюстрируют более общие конструкции и результаты настоящей второй
части работы из §§ 2–4. Самостоятельный интерес представляет также
развитие в подразделе 4.3 известных взаимосвязей между распределением
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масс/нулей субгармонических/целых функций в угле типа условия Бляш-
ке и поведением интегралов по лучам в терминах условий типа Ахиезера
[9, гл. V], основанное на использовании вариаций на тему классической
леммы Эдрея и Фукса о малых дугах [11], [12, гл. 1, теорема 7.3], леммы
о малых интервалах А.Ф. Гришина и М.Л. Содина [13, лемма 3.2] и их
аналогов из [8, теорема 8]. Эти существенно обобщающие вариации лем-
мы о малых интервалах даны в теореме A3 из п. 1.2.3 и в теореме 8 из
подраздела 4.5 для субгармонических функций произвольного роста.
1.2. Выметание конечного рода на R+.
1.2.1. Выметание конечного рода на R+ заряда конечного порядка. Здесь
мы ограничимся лишь случаем выметания на систему лучей S, состоящую
из одного луча R+ := {x ∈ R : x > 0} ⊂ C. Редукция угла ∠(0, 2pi) := C\R+
к верхней полуплоскости Cup := {z ∈ C : Im z > 0} с помощью конформной
замены переменных
z 7→ √z, z ∈ C \ R+, R+∗ := R+ \ {0}, (1.1)
где при извлечении квадратного корня рассматривается аналитическая
ветвь, положительная на «верхнем берегу» положительной полуоси R+,
позволяет определить гармонический заряд рода q для C \ R+. Конкрет-
нее, замкнутый угол ∠[0, 2pi] рассматриваем как угол между двумя «раз-
личными» сторонами-лучами {te0i : t ∈ R+} и {te2pii : t ∈ R+} вместе с
этими двумя сторонами, т.е. рассматривается один лист римановой по-
верхности функции √ . Пусть z ∈ C \ R+ и √B — образ пересечения
B ∩ ∠ [0, 2pi] ∈ B(C) с замкнутым углом ∠ [0, 2pi] при редукции (1.1) угла
∠(0, 2pi) к Cup. При непустом пересечении B∩R+ образ √B имеет непустое
пересечение как с R+, так и с отрицательной полуосью −R+.
Гармонический заряд рода q ∈ N0 := N∪{0} для угла ∠(0, 2pi) — функция
Ω
[q]
C\R+ : ∠(0, 2pi)×Bb(C)→ R, где Bb(C)— класс ограниченных борелевских
подмножеств в C, определенная через классическую гармоническую меру
ω(·, ·) для верхней полуплоскости Cup как
Ω
[q]
C\R+(z,B) := ω(
√
z,R ∩
√
B ) +
1
pi
ˆ
R∩
√
B
Im
tq − (√z)q
(
√
z)q(t−√z) dt. (1.2)
Выметание рода q заряда ν из угла ∠(0, 2pi) на его границу ∂∠(0, 2pi), или
на R+, для B ⊂ Bb(C) определяется равенством
ν
bal[q]
R+
(B) :=
ˆ
C\R+
Ω
[q]
C\R+(z,B ∩ ∠(0, 2pi)) dν(z) + ν(B ∩ R+). (1.3)
Из теоремы 5, как отмечено в замечании 3.2, следует
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Теорема A1 (ср. с [14, Лемма 2.1.2]). Пусть ν ∈M(C) — заряд конечного
типа при порядке p ∈ R+ около ∞, т. е. type∞p [ν]<+∞ в обозначении из
[1, (2.1t), § 4], q := [2p] ∈ N0 — целая часть числа 2p и для некоторого
r0 > 0 имеем D(r0) ∩ supp ν = ∅, где D(r) :=
{
z ∈ C : |z| < r}.
1. Тогда существуют выметание νbal[q]
R+
из C \ R+ на R+ и постоянная1
C := constν,p, для которых
∣∣νbal[q]
R+
∣∣rad(r) 6 C

rp + rq/2
∣∣∣∣∣
ˆ
D(r)\R+
Im
1
(
√
z )q
dν(z)
∣∣∣∣∣

 при всех r ∈ R+,
где использованы обозначения |ν| для полной вариации заряда ν и
νrad(r) := ν
(
D(r)
)
, D(r) — замыкание круга D(r).
2. При любом p ∈ R+ выполнено соотношение∣∣νbal[2p]
R+
∣∣rad(r) = O(rp log r) при r → +∞. (1.4)
3. Если 2p ∈ R+ \ N0 — нецелое число, то выметание νbal[q]R+ конечного
типа при том же порядке p, т. е. type∞p
[
ν
bal[q]
R+
]
< +∞.
4. Если 2p ∈ N0 и для заряда ν в угле ∠(0, 2pi) выполнено условие Бляшке
рода p, а именно:∣∣∣∣∣
ˆ
D(r)\R+
Im
1
zp
dν(z)
∣∣∣∣∣ = O(1), r → +∞, (1.5)
то type∞p
[
ν
bal[q]
R+
]
< +∞.
1.2.2. Выметание конечного рода δ-субгармонической функции на R+.
Функции, тождественно равные −∞ и +∞ на C, обозначаем соответствен-
но через −∞ ∈ δ-sbh(C) и +∞ ∈ δ-sbh(C); δ-sbh∗(C) := δ-sbh(C) \ {±∞};
sbh∗(C) := sbh(C) \ {−∞} [3]–[5, 3.1].
Пусть p ∈ R+ и v ∈ δ-sbh∗(C). Согласно общему определению 4.2 функ-
цию vBal ∈ δ-sbh∗(C) называем выметанием функции v из C \ R+ на R+,
если vBal = v на R+ вне полярного множества и сужение vBal
∣∣
C\R+ — гар-
моническая функция на C \R+. Из теоремы 7 в подразделе 4.4 выводится
Теорема A2. Пусть функция v ∈ δ-sbh∗(C) c зарядом Рисса νv предста-
вима в виде разности двух субгармонических функций конечного типа
1Как и в [1, 1.3.2], через consta1,a2,... обозначаем вещественные постоянные, завися-
щие от a1, a2, . . . и, если не оговорено противное, только от них.
6 Б.Н. ХАБИБУЛЛИН, А.В. ШМЕЛЕВА, З.Ф. АБДУЛЛИНА
при порядке p ∈ R+∗ , гармонических в некотором круге D(r0), r0 > 0, чис-
ло q = [2p] — целая часть числа 2p. Тогда существует выметание vBal на
R
+ с зарядом Рисса (νv)
bal[q]
R+
, представимое в виде разности vBal = v+−v−
двух функций v± ∈ sbh∗(C), гармонических в C \ R+, для которых
(i) при произвольном p имеем v±(z) 6 O
(|z|p log2 |z|) при z →∞.
(ii) при одновременно нецелых p и 2p функции v± конечного типа при
порядке p, т. е. type∞p [v±] < +∞ в смысле [1, (2.1t), замечание 2.1];
(iii) если p ∈ N, то
v±(z) 6 O
(|z|p log |z|) при z →∞. (1.6)
(iv) если p /∈ N, но 2p ∈ N и одновременно в угле ∠(0, 2pi) выполнено
условие Бляшке рода p из (1.5), что в данном случае эквивалентно
условию Ахиезера, или, кратко, — условию А, рода p относительно
угла ∠(0, 2pi) (определение 4.3):
J
[p]
0,2pi(r0, r; v)
(4.16)
:= 2
ˆ r
r0
v(t)
tp+1
dt = O(1) при r → +∞, (1.7)
то также выполнено соотношение (1.6).
1.2.3. Оценки интеграла от субгармонической функции по интервалам.
В теории роста целых и субгармонических функций на C часто могут быть
полезными результаты вспомогательного подраздела 4.5, о которых упо-
миналось в конце подраздела 1.1.
Для локально ограниченной сверху функции v : C→ {−∞}∪R положим
Mv(r) := sup
|z|=r
v(z), M+v (r) := max
{
0,Mv(r)
}
, r ∈ R+. (1.8)
Теорема A3. Пусть v ∈ sbh∗(C) — функция c мерой Рисса νv, функция
g : R+∗ → R+ монотонная и
r0 ∈ R+∗ , 0 < b 6
1
4
. (1.9)
Если функция g возрастающая, то для некоторой постоянной C ∈ R+
справедливы неравенства
Rˆ
r0
|v(t)|g(t) dt 6 CM+v
(
(1+2b)R
)
Rg
(
(1+4b)R
)
при всех R > r0. (1.10)
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Если функция g убывающая и строго положительная, то для некоторой
постоянной C ′ ∈ R+ имеют место неравенства
Rˆ
r0
|v(t)|g(t) dt 6 C ′M+v
(
(1 + 2b)R
) Rˆ
(1−b)r0
g(r) dr при всех R > 2r0. (1.11)
Теорема A3 доказана в подразделе 4.6 как следствие теоремы 8.
Замечание 1.1. Для функций v ∈ sbh∗(C) конечного уточненного поряд-
ка часть теоремы A4 для случая возрастающей функции g может быть
получена и из результата А.Ф. Гришина и Т.И. Малютиной [8, теорема 8].
1.2.4. Критерий вполне регулярного роста целой функции на одном луче.
Пусть последовательность точек Z = {zk}k=1,2,... из C не имеет точек сгу-
щения в C. Последовательности точек Z сопоставляем считающую меру
nZ, равную на каждом подмножестве S ⊂ C числу точек из Z, содержа-
щихся в S. Для интервала I ⊂ R через ω(z, I) > 0 обозначаем делённый
на pi угол, под которым виден интервал I из точки z ∈ C. Для отрезка
[0, x] ⊂ R+ полагаем
Ω
[q]
C\R+
(
z, [0, x]
) (1.2)
:= ω
(√
z, [−√x,√x] )+ 1
pi
√
xˆ
−√x
Im
tq − (√z)q
(
√
z)q(t−√z) dt. (1.12)
Заряд
(
n
bal[q]
Z
)R+
на C с носителем supp
(
n
bal[q]
Z
)R+
⊂ R+ и определяющей
его функцией распределения(
n
bal[q]
Z
)R+
(x)
(1.3)
:=
∑
zk∈C\R+
Ω
[q]
C\R+
(
zk, [0, x]
)
+ nZ
(
[0, x]
)
, x ∈ R+, (1.13)
называем выметанием рода q меры nZ или последовательности Z на R+.
Функция (1.13) локально ограниченной вариации на R+, если q = [2p] и
Z — последовательность конечной верхней плотности при порядке p, т. е.
type∞p [nZ] < +∞. Последовательность нулей целой функции f , перенуме-
рованную с учетом кратности, обозначаем через Zerof .
Теорема A4. Целая функция f 6= 0 с Z = Zerof , 0 /∈ Z, конечного типа
при порядке p ∈ R+∗ имеет вполне регулярный рост при том же порядке
p на луче R+, если и только если в определениях и обозначениях (1.12)–
(1.13) существует предел
lim
x→+∞
x/∈E
x[p]+1−p
+∞ 
0
1
x− t
(
n
bal[[2p]]
Z
)R+
(t)
dt
t[p]+1
, (1.14)
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где [2p] — целая часть числа 2p ∈ R+∗ , перечеркнутый интеграл
ffl
опреде-
ляет главное значению в смысле Коши в точке x ∈ R+, а исключительное
множество E ⊂ R+ нулевой относительной линейной меры на R+, т. е.
lim
r→+∞
1
r
ˆ
E∩[0,r]
dx = 0. (1.15)
Интеграл в правой части (1.14) — преобразование Гильберта с точно-
стью до нормирующего множителя части подынтегрального выражения,
не содержащей ядро 1/(x − t) и продолженной на (−∞, 0) нулем.
§2. Гармонический заряд конечного рода
2.1. Гармонический заряд и ядро Пуассона рода q. Напомним, что
C
up — открытая верхняя полуплоскость в комплексной плоскости C. Через
B(C) обозначаем множество всех борелевских подмножеств в C, а через
Bb(C) ⊂ B(C) — подкласс ограниченных в C борелевских подмножеств.
Определение 2.1. Гармонический заряд рода q ∈ N0 := N ∪ {0} для Cup
— это функция Ω[q]
Cup
: Cup × Bb(C)→ R, определенная по правилу
Ω
[q]
Cup
(z,B) := ωCup(z,B) +
1
pi
ˆ
B∩R±∞
Im
tq − zq
zq(t− z) dt (2.1a)
= ω(z,B) +
1
pi
q∑
k=1
Im
1
zk
ˆ
B∩R±∞
tk−1 dt, z ∈ Cup, (2.1b)
Иногда удобно будет обозначать (2.1a) как Ω[q](z,B;Cup), а элемент меры
Лебега dt на R как dλR(t) или dλ
[1]
R
(t) (см. и ср. с (3.6b) ниже).
В сумме из (2.1b), как обычно, при Z ∋ q1 > q2 ∈ Z по определению∑q2
k=q1
· · · = 0. Указание на нижний индекс Cup в левой части (2.1a), как
правило, опускаем. Таким образом, классическая гармоническая мера ω
для верхней полуплоскости — это гармонический заряд Ω[0] рода 0 из [1,
3.1]. В отличие от гармонической меры гармонический заряд рода q > 1
по существу не является положительной мерой.
Аналогично [1, (3.5)] определим ядро Пуассона рода q ∈ N0 для Cup
P[q](t, z) :=
1
pi
Im
(
1
t− z +
tq − zq
zq(t− z)
)
=
1
pi
Im
tq
zq(t− z) (2.2a)
=
1
pi
Im
1
t− z +
1
pi
q∑
k=1
Im
tk−1
zk
>
1
pi
q∑
k=1
Im
tk−1
zk
, t ∈ R, z ∈ Cup. (2.2b)
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Доопределяя нулем P[q](t, z) для всех z ∈ R \ {0, t}, согласно [1, (3.6a)] и
равенству ω(x,B) = δx(B) для z = x ∈ R, при −∞ < t1 < t2 < +∞ имеем
Ω[q]
(
z, [t1, t2]
)
:=
t2ˆ
t1
P[q](t, z) dt при z ∈ Cup, (2.3a)
Ω[q]
(
z, [t1, t2]
)
:= δz
(
[t1, t2]
)
при z ∈ R. (2.3b)
Предложение 2.1. Пусть z ∈ Cup\{0, t}, где Cup := Cup∪R — замкнутая
верхняя полуплоскость, a ∈ (0, 1). Тогда∣∣P[q](t, z)∣∣ 6 |t|q
pi(1− a)|z|q+1 при |t| 6 a|z|, (2.4a)∣∣P[q](t, z)∣∣ 6 |t|q−1
pi(1− a)|z|q при a|t| > |z|. (2.4b)
Доказательство. Из (2.2a) при |t| 6 a|z| получаем
∣∣P[q](t, z)∣∣ (2.2a)6 |t|q
pi|z|q(|z| − |t|) 6 |t|
q
pi|z|q(|z| − a|z|) , (2.5)
что дает (2.4a). При a|t| > |z| неравенства
∣∣P[q](t, z)∣∣ (2.2a)6 |t|q
pi|z|q(|t| − |z|) 6 |t|
q
pi|z|q(|t| − a|t|) .
дают (2.4b). 
Предложение 2.2. Пусть −∞ < t1 < t2 < +∞, q ∈ N0. Тогда для любых
z ∈ Cup \ {0} при T := max{|t1|, |t2|} имеют место неравенства
− 1
pi
(t2 − t1)
q∑
k=1
T k−1
∣∣∣Im 1
zk
∣∣∣ 6 Ω[q](z, [t1, t2]) (2.6a)
6 ω
(
z, [t1, t2]
)
+
1
pi
(t2 − t1)
q∑
k=1
T k−1
∣∣∣Im 1
zk
∣∣∣, (2.6b)
а при t2 = −t1 =: t ∈ R+ справедливы неравенства
− 2
pi
∑
16m6 q+1
2
t2m−1
∣∣∣Im 1
z2m−1
∣∣∣ 6 Ω[q](z, [−t, t]) (2.7a)
6 ω
(
z, [−t, t]) + 2
pi
∑
16m6 q+1
2
t2m−1
∣∣∣Im 1
z2m−1
∣∣∣. (2.7b)
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Доказательство. Из представления (2.1b) в силу положительности гар-
монической меры имеем
0 6 Ω[q]
(
z, [t1, t2]
)− 1
pi
q∑
k=1
(tk2−tk1)Im
1
kzk
6 ω
(
z, [t1, t2]
)
6 1, z ∈ Cup, (2.8)
откуда
− 1
pi
(t2 − t1)
q∑
k=1
∣∣∣k−1∑
l=0
tk−1−l2 t
l
1
∣∣∣ ∣∣∣Im 1
kzk
∣∣∣ 6 Ω[q](z, [t1, t2])
6 ω
(
z, [t1, t2]
)
+
1
pi
q∑
k=1
∣∣∣k−1∑
l=0
tk−1−l2 t
l
1
∣∣∣ ∣∣∣Im 1
kzk
∣∣∣,
что влечет за собой (2.6). Аналогично из (2.8) имеем
0 6 Ω[q]
(
z, [−t, t])− 2
pi
∑
16m6 q+1
2
Im
t2m−1
(2m− 1)z2m−1 6 ω
(
z, [−t, t]) 6 1,
что дает (2.7). 
2.2. Оценки гармонического заряда рода q.
Предложение 2.3. Пусть −∞ < t1 < t2 < +∞, q ∈ N0, a ∈ (0, 1),
z ∈ Cup. Если
T := max{|t1|, |t2|} 6 a|z| (2.10)
то ∣∣Ω[q](z, [t1, t2])∣∣ 6 (t2 − t1) 2T q
pi(1 − a)|z|q+1 . (2.11)
Если выполнено условие
min
t∈[t1,t2]
|t| > |z|/a, (2.12)
то при q > 0 имеет место неравенство∣∣Ω[q](z, [t1, t2])∣∣ 6 (t2 − t1) T q−1
pi(1− a)|z|q . (2.13)
Кроме того, если выполнено одно из условий (2.10) или (2.12), а также
если одновременно выполнены условия t1 > 0 и
− 1 < cos arg z 6 2a
√
t1t2
t1 + t2
, (2.14)
то
Ω[q]
(
z, [t1, t2]
)
6 (t2 − t1) 1
pi
(
2
(1− a)2 Im
1
z¯
+
q∑
k=2
T k−1
∣∣∣Im 1
zk
∣∣∣
)
(2.15)
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Доказательство. Согласно (2.3) из (2.4a) следует (sgn =сигнум)
∣∣Ω[q](z, [t1, t2])∣∣ 6 1
pi(1− a)|z|q+1
ˆ t2
t1
|t|q dt =
∣∣|t2|q+1 − sgn(t1t2)|t1|q+1∣∣
pi(1− a)(q + 1)|z|q+1
6
∣∣|t2| − sgn(t1t2)|t1|∣∣
pi(1− a)(q + 1)|z|q+1 max
{
q∑
k=0
|t2|q−k|t1|k, |t1|q + |t2|q
}
6
∣∣|t2| − sgn(t1t2)|t1|∣∣max{q + 1, 2}T q
pi(1 − a)(q + 1)|z|q+1 6
2(t2 − t1)T q
pi(1− a)|z|q+1 ,
что и дает (2.11). Из условия min
t∈[t1,t2]
|t| > |z|/a, в частности, следует, что
пара точек t1, t2 расположена на R по одну сторону от нуля. С учетом
этого и согласно (2.3) из (2.4b) при q > 0 получаем
∣∣Ω[q](z, [t1, t2])∣∣ 6 1
pi(1− a)|z|q
ˆ t2
t1
|t|q−1 dt =
∣∣|t2|q − |t1|q∣∣
pi(1− a)q|z|q
6
∣∣|t2| − |t1|∣∣
pi(1− a)q|z|q
q−1∑
k=0
|t2|q−1−k|t1|k 6
∣∣|t2| − |t1|∣∣ qT q−1
pi(1− a)q|z|q ,
что и дает (2.13). Для вывода последней оценки сверху (2.15) достаточно
воспользоваться верхней оценкой (2.6b) и оценками гармонической меры
из [1, предложение 3.3], в которых условия [1, (3.20)] и [1, (3.22)], дающие
оценки [1, (3.21)] и [1, (3.23)], совпадают с (2.12) и (2.10) соответственно.
При условии (2.14) вместе с t1 > 0 в соответствии с оценками [1, предложе-
ние 3.5, (3.30)–(3.31)] получаем (2.15). При этом следует учесть очевидное
равенство |Im (1/z)| = Im (1/z¯) при 0 6= z ∈ Cup. 
§3. Выметание конечного рода заряда
3.1. Выметание рода q из верхней полуплоскости и его оценки.
Определение 3.1. Пусть q ∈ N0, ν ∈ M(C). Заряд νbal[q] ∈ M(C), опре-
деляемый на каждом B ∈ Bb(C) равенством
ν
bal[q]
C
low
(B) :=: νbal[q](B) :=
ˆ
Cup
Ω[q](z,B ∩ Cup) dν(z) + ν(B ∩ Clow), (3.1)
называем выметанием рода q заряда ν из верхней полуплоскости Cup на
замкнутую нижнюю полуплоскость Clow := C \ Cup; Clow := −Cup
При q = 0, очевидно, νbal = νbal[0] [1, определение 4.2], а выметание рода
q не меняет сужение ν
∣∣
Clow
на нжнюю полуплоскость Clow, а его носитель
12 Б.Н. ХАБИБУЛЛИН, А.В. ШМЕЛЕВА, З.Ф. АБДУЛЛИНА
supp νbal[q] содержится в Clow. Если выметания (ν
±)bal[q] рода q существуют
для верхней и нижней вариаций ν±, то, очевидно,
νbal[q] = (ν+)bal[q] − (ν−)bal[q]. (3.2)
Для заряда ν ∈ M(C) функцию распределения сужения ν ∣∣
R
на R обо-
значаем, как и в [1, (1.9)] (см. также (1.13)), через
νR(x) :=
{
−ν([x, 0)) при x < 0,
ν
(
[0, x]
)
при x > 0,
|ν|R = (ν+)R + (ν−)R. (3.3)
Предложение 3.1. Пусть ν ∈ M(C) — заряд с компактным носителем,
q ∈ N0 и для некоторого числа r0 > 0 сходятся (конечны) интегралыˆ
D(r0)∩Cup
Im
1
zk
dν(z), при 1 6 k 6 q. (3.4)
Тогда в обозначении (3.3) для функции распределения
(
νbal[q]
)R
выметания
νbal[q] рода q на R заряда ν по всем t ∈ R имеет место тождество
(
νbal[q]
)R
(t) ≡ (νbal)R(t) + 1
pi
q∑
k=1
(ˆ
Cup
Im
1
zk
dν(z)
)
1
k
tk , (3.5)
для верхней и полной вариаций
(
νbal[q]
)+
и
∣∣νbal[q]∣∣ имеем неравенства
(
νbal[q]
)+
6 |νbal[q]| 6 |νbal|+ 1
pi
q∑
k=1
∣∣∣∣
ˆ
Cup
Im
1
zk
dν(z)
∣∣∣∣λ[k]R , (3.6a)
где мера λ
[k]
R
определена через ее плотность равенством
dλ
[k]
R
(t) := tk−1 dλR(t) = tk−1 dt, t ∈ R, (3.6b)
а для нижней вариации в случае положительной меры ν имеем
(
νbal[q]
)−
6
1
pi
q∑
k=1
∣∣∣∣
ˆ
Cup
Im
1
zk
dν(z)
∣∣∣∣λ[k]R при ν ∈ M+(C). (3.6c)
Комментарий к сходимости интегралов (3.4) в терминологии [1, 2.2] —
Лемма 3.1. Если заряд ν принадлежит классу сходимости при порядке
исчезания q около нуля, то интегралы (3.4) сходятся.
Доказательство леммы. По условию леммы и по [1, предложение
2.2(ii)] с функцией f := |ν|rad сходится интеграл вида [1, (2.11)]:ˆ r0
0
d|ν|rad(t)
tq
=
ˆ
D(r0)
1
|z|k d|ν|(z) >
ˆ
D(r0)
∣∣∣Im 1
zk
∣∣∣ d|ν|(z), (3.7)
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откуда следует сходимость интегралов (3.4) при всех 1 6 k 6 q. 
Доказательство предложения 3.1. Для доказательства (3.5) рассмот-
рим заряды на R как вещественные меры Радона. Пусть f : R→ R — про-
извольная финитная непрерывная функция. Из определения 3.1 и явного
вида гармонического заряда рода q в определении 2.1 в виде (2.1b)
ˆ
R
f(t) d
(
νbal[q]
)R
(t) =
ˆ
R
f(t) d(νbal)R(t)
+
1
pi
q∑
k=1
ˆ
R
f(t)
(ˆ
Cup
Im
tk−1
zk
dν(z)
)
dλR(t)
=
ˆ
R
f(t) d(νbal)R(t) +
1
pi
ˆ
R
f(t)
(ˆ
Cup
q∑
k=1
Im
1
zk
dν(z)
)
d
tk
k
, t ∈ R,
что и означает равенство (3.5). По определениям верхней и полной вариа-
ций заряда тождество (3.5) дает (3.6). Оценка (3.6c) также следует из (3.5),
где для положительной меры ν мера νbal положительна и в формировании
нижней вариации
(
νbal[q]
)−
не участвует. 
Предложение 3.2. Пусть q ∈ N0, a ∈ (0, 1) ⊂ R+ и
−∞ < t1 < t2 < +∞, T := max
{|t1|, |t2|}, (3.8t)
ν ∈M(C), supp ν ⊂ Cup \D(T/a). (3.8n)
Если сужение ν
∣∣
Cup
заряда ν на верхнюю полуплоскость принадлежит
классу сходимости при порядке роста q+1 (около бесконечности), то ра-
венством (3.1) корректно определено выметание рода q заряда ν из опре-
деления 3.1 и для функции распределения
∣∣νbal[q]∣∣R, определенной в (3.3),
полной вариации
∣∣νbal[q]∣∣ имеет место оценка
∣∣νbal[q]∣∣R(t2)− ∣∣νbal[q]∣∣R(t1) 6 2(q + 1)(t2 − t1)T q
pi(1− a)
+∞ˆ
T/a
|ν|rad(t)
tq+2
dt, (3.9)
где интеграл справа сходится (конечен).
Доказательство. По определению 3.1 в обозначениях
∣∣νbal[q]∣∣ и |ν| для
полных вариаций зарядов соответственно νbal[q] и ν имеем оценки
∣∣νbal[q]∣∣R(t2)−∣∣νbal[q]∣∣R(t1) = ∣∣νbal[q]∣∣([t1, t2]) (3.1)6
ˆ
T/a6|z|
∣∣Ω[q](z, [t1, t2])∣∣ d|ν|(z).
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Отсюда, используя оценку (2.11) при условии (2.10), основанном на (3.8n),
(
νbal[q]
)R
(t2)−
(
νbal[q]
)R
(t1) 6
2(t2 − t1)T q
pi(1− a)
ˆ
T/a6|z|
1
|z|q+1 d|ν|(z)
=
2(t2 − t1)T q
pi(1− a)
ˆ +∞
T/a
d|ν|rad(t)
tq+1
.
На основе [1, предложение 2.1(ii)] из принадлежности заряда ν классу
сходимости при порядке роста q + 1 около бесконечности следует, что
type∞q+1[ν] = 0 и возможно интегрирование по частям вида [1, (2.5)] с
p := q + 1 и f := |ν|rad для последнего интеграла. Это дает продолже-
ние оценки правой части в виде
6
2(t2 − t1)T q
pi(1− a)
(
− a
q+1
T q+1
|ν|rad
(
T
a
)
+ (q + 1)
ˆ +∞
T/a
|ν|rad(t)
tq+2
dt
)
< +∞,
откуда получаем оценку (3.9). 
Достаточные условия существования выметания конечного рода дает
Теорема 1. Пусть q ∈ N0. Если заряд ν ∈ M(C) удовлетворяет условию
(3.4), а сужение ν
∣∣
Cup
заряда ν на верхнюю полуплоскость принадлежит
классу сходимости при порядке роста q + 1 около бесконечности [1, 2.1],
то существует выметание νbal[q] ∈ M(C) рода q. Если заряд ν ∈ M(C)
сосредоточен вне нуля, т. е.
D(r0) ∩ supp ν = ∅ для некоторого числа r0 > 0, (3.10)
то
|νbal[q]|rad(t) = O(tq+1) при t→ 0. (3.11)
Доказательство. Не умаляя общности, можно считать, что заряд ν со-
средоточен в Cup. Для какого-либо числа r0 > 0 положим ν0 := ν
∣∣
D(r0)
— сужение заряда ν на круг D(r0), ν∞ := ν − ν0. По предложениям
3.1 и 3.2 существуют соответственно (ν0)bal[q] и (ν∞)bal[q], а значит и
νbal[q] = (ν0)
bal[q] + (ν∞)bal[q]. Положим a = 1/2. Применяя дважды (3.9) с
t1 = 0 < t2 = t < r0/2 и −r0/2 < t = t1 < t2 = 0 соответственно, получаем
∣∣(ν∞)bal[q]∣∣rad(t) 6 4(q + 1)tq+1
pi(1− 1/2)
+∞ˆ
r0
|ν∞|rad(t)
tq+2
ds.
Поскольку при условии (3.10) ν = ν∞, последняя оценка дает (3.11). 
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3.2. Выметание конечного рода заряда конечного порядка. Обоб-
щение [1, теорема 1] для выметания конечного рода q ∈ N —
Теорема 2. Пусть p ∈ R+, r0 ∈ R+∗ , заряд ν ∈ M(C) конечного типа
при порядке p удовлетворяет условию (3.10), q := [p] — целая часть чис-
ла p. Тогда определено выметание νbal[q] ∈ M(C) из Cup. При этом для
функции распределения
∣∣νbal[q]∣∣R на R, определенной в (3.3), при любых
t ∈ R, 0 6 r 6 |t|, a ∈ (0, 1) ⊂ R+ (3.12)
для νup := ν
∣∣
Cup
имеет место оценка
∣∣νbal[q]∣∣R(t+ r)− ∣∣νbal[q]∣∣R(t− r) 6 constν,p,artp−1 + |νup|(t, r)
+ r
(ˆ at
r
|νup|(t, s)
s2
ds
)+
+constprt
q−1
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ , (3.13)
где для числа x ∈ R использовано обозначение x+ := max{0, x} ∈ R+.
Доказательство. Заряд ν при type∞p [ν] < +∞ принадлежит классу схо-
димости при порядке роста q+1 около ∞ [1, 2.1, (2.2)]. Вместе с условием
(3.10) это по теореме 1 обеспечивает существование выметания νbal[q]. Для
определенности в (3.12) можем считать, что t > 0. Достаточно рассмотреть
случай q ∈ N. Положим
T := t+ r, ν0 := ν
∣∣
D(T/a)
, ν∞ := ν − ν0 = ν
∣∣
C\D(T/a) . (3.14)
Для заряда ν0 по неравенству (3.6a) с (3.6b) из предложения 3.1 имеем∣∣(ν0)bal[q]∣∣R(t+ r)− ∣∣(ν0)bal[q]∣∣R(t− r) 6 ∣∣(ν0)bal∣∣R(t+ r)− ∣∣(ν0)bal∣∣R(t− r)
+
1
pi
q∑
k=1
ˆ t+r
t−r
∣∣∣∣∣
ˆ
D(T/a)\D(r0)
Im
1
zk
dνup(z)
∣∣∣∣∣ sk−1 ds
6
∣∣(ν0)bal∣∣R(t+r)−∣∣(ν0)bal∣∣R(t−r)+q−1∑
k=1
1
pik
(
(t+r)k−(t−r)k) ˆ T/a
r0
1
sk
dνrad(s)
+
1
pi
(
(t+ r)q − (t− r)q)
∣∣∣∣∣
ˆ
D(T/a)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣
6
(∣∣(ν0)bal∣∣R(t+ r)− ∣∣(ν0)bal∣∣R(t− r))
+ constq,ν,art
p−1 + constqrtq−1
∣∣∣∣∣
ˆ
D(T/a)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ , (3.15)
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где при последнем переходе использовано интегрирование по частям для
интегралов под знаком
∑q−1
k=1 · · · и оценка |ν|rad(s) 6 constνsp, справед-
ливая ввиду (3.10) для всех s ∈ R+. При q = 0 эта оценка также верна
без последних двух слагаемых в правой части (3.15). Для оценки первой
скобки из правой части (3.15) воспользуемся теоремой [1, теорема 1]
t1 := t− r, t2 := t+ r, t0 := t, T
(3.14)
:= t+ r, (ν0)
up := ν0
∣∣
Cup
(3.16)
в обозначениях [1, (4.3)] с учетом [1, (4.4)]:
∣∣(ν0)bal∣∣R(t+ r)− ∣∣(ν0)bal∣∣R(t− r)6|νup|(t, r) + constν,arT p−1
+
r
(1− a)2
ˆ
D(T/a)\D(T )
∣∣∣Im 1
z
∣∣∣ d|(ν0)up|(z) + r
ˆ aT
r
|νup|(t, s)
s2
ds. (3.17)
Предпоследний интеграл в (3.17) оцениваем интегрированием по частям:
ˆ
D(T/a)\D(T )
∣∣∣Im 1
z
∣∣∣ d|(ν0)up|(z) 6
ˆ T/a
T
1
s
dνrad(s) 6 constν,aT
p−1. (3.18)
Таким же путем оцениваем последний интеграл в (3.17), равный
(ˆ at
r
+
ˆ aT
at
) |νup|(t, s)
s2
ds 6
ˆ at
r
|νup|(t, s)
s2
ds
+ |ν|rad(t+ aT )
ˆ aT
at
1
s2
ds 6
(ˆ at
r
|νup|(t, s)
s2
ds
)+
+constν,aT
p 1
t
. (3.19)
Из оценок (3.17)–(3.19) ввиду неравенств t 6 T 6 2t получаем
∣∣(ν0)bal∣∣R(t+ r)− ∣∣(ν0)bal∣∣R(t− r)
6|νup|(t, r) + constν,artp−1 + r
(ˆ at
r
|νup|(t, s)
s2
ds
)+
. (3.20)
Модуль последнего интеграла в (3.15) при q ∈ N равен∣∣∣∣∣
(ˆ
D(t)\D(r0)
+
ˆ
D(T/a)\D(t)
)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣
+
ˆ T/a
t
1
sq
dνrad(s) 6
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ + constν,a,ptp−q. (3.21)
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Таким образом, из (3.15), (3.20) и (3.21) получаем оценку∣∣(ν0)bal[q]∣∣R(t+ r)− ∣∣(ν0)bal[q]∣∣R(t− r) 6 constν,a,prtp−1 + |νup|(t, r)
+ r
(ˆ at
r
|νup|(t, s)
s2
ds
)+
+constqrt
q−1
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ . (3.22)
Для заряда ν∞ из (3.14) по неравенству (3.9) предложения (3.2)
∣∣(ν∞)bal[q]∣∣R(t2)− ∣∣(ν∞)bal[q]∣∣R(t1) 6 2(q + 1)(t2 − t1)T q
pi(1− a)
+∞ˆ
T/a
|ν|rad(s)
sq+2
ds
6 constp,a · rT q · constν
ˆ +∞
T/a
sp
sq+2
ds 6 constν,p,arT
p−1 6 constν,p,artp−1
для любого t ∈ R+. Отсюда и из (3.14) и (3.22) получаем нужное (3.13). 
Следствие 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2 и в дополнение
(i) при некотором ε > 0 заряд νup сосредоточен вне пары замкнутых
углов ∠[0, ε] ∪ ∠[pi − ε, pi],
(ii) для заряда νup выполнено условие Бляшке∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ = O(1) при t→ +∞. (3.23)
Тогда найдутся постоянные C ∈ R+ и t0 ∈ R+∗ , с которыми∣∣νbal[q]∣∣R(t+r)− ∣∣νbal[q]∣∣R(t−r) 6 Crtp−1 при всех |t| > t0, r ∈ [0, 1]. (3.24)
Доказательство. Выберем a = min{arctg ε, 1/2}. Тогда по условию (i)
для некоторого t0 ∈ R+∗ при всех |t| > t0 полукруги D
(
t, a|t|) ∩ Cup не
пересекаются с носителем supp νup. Следовательно, в правой части (3.13)
второе и третье слагаемое равны нулю и∣∣νbal[q]∣∣R(t+ r)− ∣∣νbal[q]∣∣R(t− r) 6 constν,p,artp−1
+ constprt
q−1
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ при всех |t| > t0, r ∈ [0, 1].
Отсюда и из условия Бляшке (3.23) следует (3.24). 
Теорема 3 (ср. с [14, Лемма 2.1.2]). Пусть ν ∈ M(C) — заряд конечного
типа при порядке p ∈ R+ около ∞, т. е. type∞p [ν]< +∞, q := [p] — целая
часть p, 0 /∈ supp ν, т. е. для некоторого r0 > 0 выполнено (3.10).
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1. Тогда существуют выметание νbal[q] из Cup и постоянная C :=
constν,p, для которых при всех r ∈ R+ справедлива оценка
|νbal[q]|rad(r) 6 C
(
rp + rq
∣∣∣ˆ
D(r)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣
)
. (3.25)
2. При любом p ∈ R+ выметание νbal[q] удовлетворяет условию
|νbal[p]|rad(r) = O(rp log r) при r → +∞. (3.26)
3. Если p ∈ R+\N0 — нецелое число, то выметание νbal[q] из Cup конечного
типа при том же порядке p, т. е. type∞p
[
νbal[q]
]
< +∞.
4. Если p ∈ N0, — при этом, конечно, q = p, — и для ν в верхней полу-
плоскости выполнено условие Бляшке рода p = q около ∞ вида (3.23),
то выметание νbal[q] = νbal[p] из Cup конечного типа при порядке p.
Доказательство. 1. Применим оценку (3.13) теоремы 2 с 0 < t = r и
a = 1/2 в (3.12):∣∣νbal[q]∣∣R([0, 2t]) 6 constν,p,artp−1 + |νup|(t, r)
+
2r
pi
(ˆ at
r
|νup|(t, s)
s2
ds
)+
+constprt
q−1
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣
6 constν,pt
p + constpt
q
∣∣∣∣∣
ˆ
D(t)\D(r0)
Im
1
zq
dνup(z)
∣∣∣∣∣ .
Такую же оценку имеем и для
∣∣νbal[q]∣∣R([−2t, 0]), что доказывает (3.25).
2. При произвольном p соотношение (3.26) получаем из
|νbal[q]|rad(r) 6 Crp + Crq
ˆ r
r0
1
tq
dνrad(t) (3.27)
интегрированием по частям последнего интеграла.
3. Для p /∈ N0 интегрирование по частям (3.27) дает type∞p
[
νbal[q]
]
< +∞.
4. При целом p = q из (3.23) интеграл в (3.25) — это O(1) при r → +∞,
что дает |νbal[q]|rad(r) 6 C(rp +O(1)rq) = O(rp), r → +∞. 
3.3. Выметание конечного рода и повторные интегралы. Здесь мы
используем теорему о повторных интегралах, приведённую в [1, 5.1], в
частном случае, когда k = p = 2, R2 отождествлено с C и Z = X =
C∗ := C \{0}, а в роли семейства T из [1, (5.2)] рассматривается семейство
выметаний рода q мер Дирака δz из верхней полуплоскости Cup на Clow.
Для всех точек z ∈ Clow можно полагать заряд Ω[q](z, · ;Cup) рода q равным
мере Дирака δz. Тогда, используя понятие интеграла семейства мер по
ВЫМЕТАНИЕ КОНЕЧНОГО РОДА НА СИСТЕМУ ЛУЧЕЙ 19
заряду из [1, § 5, 5.1], можем записать равенство (3.1) из определения 3.1
в более сжатой форме
νbal[q](B) :=
ˆ
C
Ω[q](z,B) dν(z), B ⊂ Bb(C). (3.28)
Версия [1, теорема 6] для выметания заряда конечного рода q из Cup —
Теорема 4. Пусть δbal[q]z и νbal[q] — выметания из Cupна Clow соответ-
ственно меры Дирака δz и заряда ν ∈ M(C∗). Тогда
(i) для любого B ∈ B(C) с 1B(z) := 1 при z ∈ B и 1B(z) := 0 при z /∈ Bˆ
1B(z
′) dδbal[q]z (z
′) = Ω[q](z,B;Cup) при всех z ∈ C, (3.29)
т. е. δ
bal[q]
z = Ω[q](z, · ;Cup) для всех z ∈ C; в частности, при z ∈ Cup
для функции распределения2
(
δ
bal[q]
z
)R
заряда δ
bal[q]
z , сосредоточенного
на R, через дифференциалы d от неё имеют место равенства
d
(
δbal[q]z
)R
(t) = d
(
Ω[q](z, ·))R(t) (2.2)= P[q](t, z) dt, z ∈ Cup; (3.30)
(ii) выметание νbal[q] = (ν+)bal[q] − (ν−)bal[q] — разность выметаний из
Cup верхней и нижней вариаций ν, равных интегралу семейства мер
δ
bal[q]
z по ν±, т. е. имеют место равенства (см. [1, 5.1, (5.3)])
(ν±)bal[q] =
ˆ
δbal[q]z dν
±(z) =
ˆ
Ω[q](z, · ;Cup) dν±(z); (3.31)
(iii) для любой непрерывной финитной функции f ∈ C0(C∗) определена
непрерывная на C∗ функция z 7→ δbal[q]z (f), z ∈ C∗;
(iv) для любой νbal[q]-интегрируемой функции F : C∗ → R±∞ˆ
F (z) dνbal[q](z) =
ˆ (P [q]
Cup
F
)
(z) dν(z), (3.32a)
где подынтегральная функция в правой части (3.32a)
(P [q]
Cup
F
)
(z) :=
ˆ
F (z′) dδbal[q]z (z
′) (3.32b)
ν-интегрируема и называется далее интегралом Пуассона рода q
функции F на Cup (ср. с [1, 3.1, (3.2)]).
2Обозначение для функции распределения заряда на R из (3.3).
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Доказательство. (i). Равенство (3.29) следует из очевидных равенств
Ω
[q]
Cup
(z,B) =
ˆ
Ω
[q]
Cup
(z′, B) dδz(z′)
(3.28)
= δbal[q]z (B) =
ˆ
1B(z
′) dδbal[q]z (z
′).
Это сразу даёт первое равенство в (3.30), а второе в (3.30) — из (2.3a).
(ii). Равенства (3.31) п. (ii) сразу следуют из равенства (3.29) п. (i) по
определению 3.1 в форме (3.1)⇔(3.28) после интегрирования обеих частей
равенства (3.29) по верхней и нижней вариациям ν±.
(iii). f ∈ C0(C∗) доопределим по непрерывности f(0) = 0 и положим
F (z) :=
ˆ
f(z′) dδbal[q]z (z
′), z ∈ C∗. (3.33)
Необходимо доказать непрерывность функции F . На Clow это очевидно,
поскольку для точек z ∈ Clow имеем δbal[q]z = δz и F (z) = f(z). В случае
z ∈ Cup интеграл из (3.33) согласно п. (i) и тождеству (3.5) предложения
3.1 расписывается в виде
F (z) =
ˆ
R
f(t) d
(
δbal[q]z
)R
(t)
(3.5)
=
ˆ
R
f(t) d(δbalz )
R(t)
+
1
pi
q∑
k=1
(ˆ
Cup
Im
1
(z′)k
dδz(z
′)
)
1
k
ˆ
R
f(t)tk dt
= PCupf(z) + 1
pi
q∑
k=1
Im
1
kzk
ˆ
R
f(t)tk dt, (3.34)
где первое слагаемое справа — гармоническое продолжение посредством
классического интеграла Пуассона функции f в верхнюю полуплоскостью
[1, 3.1, теорема 6(i)], которое по известным свойствам дает непрерывную
функцию на Cup, совпадающую с f . Сумма в правой части (3.34) из ее
явного вида непрерывна на Cup∗ := Cup \ {0} и стремиться к нулю при
приближении к точкам на R∗ из Cup. Непрерывность F из (3.33) доказана.
(iv). Наконец, условия (1)–(2) теоремы о повторных интегралах из [1,
5.1] в случае, когда в роли мер τz из [1, (5.2)] выступают выметания δ
bal[q]
z
рода q мер Дирака, несколько трудоемко проверяются непосредственно,
исходя из определений ν-измеримости. Вместе с (iii) по теореме о повтор-
ных интегралах из равенства [1, (5.4)], где на роль зарядов ν и µ выбираем
соответственно заряды νbal[q] и ν, получаем (3.32) из (iv). 
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3.4. Выметание конечного рода заряда из угла. В этом пункте ре-
зультаты о выметании конечного рода заряда из полуплоскости адаптиру-
ются для выметания заряда, заданного на всей плоскости C, из угла
∠(α, β) ⊂ C, −∞ < α < β 6 α+ 2pi, раствора β − α. (3.35)
Редукция угла ∠(α, β) к верхней полуплоскости с помощью конформной
замены переменных
z˜ := (ze−iα)
pi
β−α , z ∈ ∠ [α, β], (3.36)
где при возведении в степень piβ−α рассматривается аналитическая ветвь,
положительная на R+, позволяет определить гармонический заряд ро-
да q для угла ∠(α, β). Конкретнее, пусть z ∈ ∠(α, β) и B˜ — образ пе-
ресечения множества B с двумя ограничивающими угол ∠(α, β) луча-
ми при редукции угла ∠(α, β) к верхней полуплоскости. Тогда, с учётом
конформной инвариантности гармонической меры для угла ∠(α, β) (ср. с
[1, (4.23)]), гармонический заряд рода q для угла ∠(α, β) — это функция
Ω
[q]
∠(α,β) : ∠(α, β) ×Bb(C)→ R, определенная как
Ω
[q]
∠(α,β)(z,B) := ωCup(z˜, B˜) +
1
pi
ˆ
B˜∩R±∞
Im
tq − z˜q
z˜q(t− z˜) dλR(t) (3.37a)
= ω(z˜, B˜) +
1
pi
q∑
k=1
Im
1
z˜k
ˆ
B˜∩R±∞
tk−1 dλR(t), z ∈ ∠(α, β), (3.37b)
где для (3.37a) иногда удобно использовать обозначение Ω[q](z,B;∠(α, β)).
В соответствии с (3.1) для q ∈ N0 и ν ∈M(C) выметание рода q заряда ν
из угла ∠(α, β) на C \ ∠(α, β) определяется равенством
ν
bal[q]
C\∠(α,β)(B) :=
ˆ
∠(α,β)
Ω
[q]
∠(α,β)(z,B ∩ ∠(α, β)) dν(z)
+ ν
(
B ∩ (C \ ∠(α, β)), B ⊂ Bb(C). (3.38)
В частности, для меры Дирака δz при z ∈ ∠(α, β) согласно равенствам
(3.30) теоремы 4 имеем равенства
d
(
δbal[q]z
)R
(t) = d
(
Ω[q](z, ·))R(t) (2.2)= P[q](t, z) dt, z ∈ Cup.
Выметание рода q не меняет часть заряда, сосредоточенную в C\∠(α, β).
Утверждения предшествующих подразделов 3.1–3.3 о выметании конеч-
ного рода из верхней полуплоскости путём довольно громоздких замен
переменных переносятся и на выметание конечного рода из угла. Мы не
приводим все аналоги этих утверждений, а ограничимся только переносом
теоремы 3 на углы ∠(α, β) из (3.35), который дает
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Теорема 5 (ср. с [14, Лемма 2.1.2]). Пусть ν ∈ M(C) — заряд конечного
типа при конечном порядке p ∈ R+ около ∞, т. е. type∞p [ν]<+∞,
q :=
[β − α
pi
p
]
— целая часть числа
β − α
pi
p, (3.39)
0 /∈ supp ν, т. е. для некоторого r0 > 0 выполнено (3.10).
1. Тогда существуют выметание νbal[q]
C\∠(α,β) из угла ∠(α, β) и постоянная
C := constν,p,α,β, для которых при всех r ∈ R+
∣∣νbal[q]
C\∠(α,β)
∣∣rad(r)
6 C

rp + r piqβ−α
∣∣∣∣∣
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(α,β
Im
1
(ze−iα)
piq
β−α
dν(z)
∣∣∣∣∣

 . (3.40)
2. При любых p выметание νbal[q]
C\∠(α,β) из ∠(α, β) удовлетворяет условию∣∣νbal[q]
C\∠(α,β)
∣∣rad(r) = O(rp log r) при r → +∞. (3.41)
3. Если β−αpi p ∈ R+\N0 — нецелое число, то выметание ν
bal[q]
C\∠(α,β) из ∠(α, β)
конечного типа при том же порядке p, т. е. type∞p
[
ν
bal[q]
C\∠(α,β)
]
< +∞.
4. Если q = β−αpi p ∈ N0 — целое число, — в частности, piqβ−α = p, — и для
ν в угле ∠(α, β) выполнено условие Бляшке рода p (около∞), а именно:∣∣∣∣∣
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(α,β)
Im
1
(ze−iα)
piq
β−α
dν(z)
∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(α,β)
Im
1
(ze−iα)p
dν(z)
∣∣∣∣∣ = O(1), r→ +∞, (3.42)
то выметание ν
bal[q]
C\∠(α,β) из угла ∠(α, β) конечного типа при порядке p.
Замечание 3.1. Очевидно, классическое условие Бляшке для заряда ν из
[1, определение 4.6] — это условие Бляшке рода 1 по определению (3.42).
Замечание 3.2. При α = 0 и β = 2pi из теоремы 5 сразу получаем теорему
A1 из подраздела 1.2, п. 1.2.1, о выметание заряда ν ∈ M(C) конечного
типа при порядке p на R+ из C \ R+.
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Замечание 3.3. Для произвольного заряда (меры) ν ∈ M(C) конечного
типа при порядке p, исходя из классического выметания рода 0 из пер-
вой части [1] для допустимой системы лучей, в которой раствор каждого
дополнительного угла менее pi/p, и конечного числа выметаний рода q из
(3.39) для каждого дополнительного к системе лучей угла раствора не
менее pi/p можно построить глобальное выметание νBalS на любую замкну-
тую систему лучей S c началом в нуле по простой схеме:
(i) для некоторого произвольного r0 ∈ R+∗ представить ν в виде суммы
ν = ν
∣∣
D(r0)
+ν
∣∣
C\D(r0)=: ν0 + ν∞; (3.43)
(ii) построить классическое выметание рода 0 заряда ν0 на систему лу-
чей S [1, теоремы 2–4];
(iii) произвести классическое выметание рода 0 одновременно из всех до-
полнительных к S углов раствора < pi/p и из конечного числа до-
полнительных к S углов (3.35), раствора > pi/p, в которых полная
вариация |ν| заряда ν удовлетворяет классическому условию Бляшке
рода 1 около ∞ в угле ∠(α, β) [1, теоремы 2–4, определение 4.6];
(iv) в, возможно, оставшемся конечном числе дополнительных углов
(3.35) раствора > pi/p, в которых не выполнено условие Бляшке рода
1, построить выметание (3.38) рода q, выбранного как в (3.39).
Последовательность применения пунктов (ii)–(iv) здесь можно поме-
нять. При этом в результате действий по пунктам (i)–(iii) выметание будет
оставаться зарядом (соответственно мерой) конечного типа при порядке
p, а при необходимости применения п. (iv) результатом будет заряд и воз-
можны вариации его роста в соответствии с соотношениями (3.40), (3.41)
и пунктами 1–4 теоремы 5.
§4. Выметание конечного рода δ-субгармонической функции
4.1. Выметание δ-субгармонической функции конечного порядка
из верхней полуплоскости.
Определение 4.1. Пусть v ∈ δ-sbh∗(C). Функцию vBal ∈ δ-sbh∗(C) на-
зываем выметанием функции v из верхней полуплоскости Cup на Clow,
если vBal = v на Clow вне некоторого полярного множества и ее сужение
vBal
∣∣
Cup
на Cup — гармоническая функция.
Выметание vBal, вообще говоря, не единственно.
Теорема 6. Пусть v ∈ δ-sbh∗(C), с зарядом Рисса ν := νv ∈ M(C) ко-
нечного типа при порядке p ∈ R+∗ , q := [p]. Для произвольного r0 ∈ R+∗
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представим заряд Рисса ν в виде суммы зарядов
ν = ν
∣∣
D(r0)∩Cup +ν
∣∣
C\(D(r0)∩Cup)=: ν0 + ν∞. (4.1)
Тогда существует выметание vBal с зарядом Рисса ν
bal[0]
0 + ν
bal[q]
∞ , пред-
ставимое в виде vBal = v+ − v− + H, где H ∈ har(C), обе функции
v± ∈ sbh(C) порядка p гармоничны в Cup, а также
(i) при произвольном p ∈ R+∗ выполнены соотношения
v±(z) 6 O
(|z|p log2 |z|), z →∞. (4.2)
(ii) при нецелом p функции v± конечного типа при порядке p;
(iii) Если p ∈ N0 и для ν в угле ∠(0, pi) выполнено условие Бляшке рода p
(3.42), то имеют место два соотношения
v±(z) 6 O
(|z|p log |z|), z →∞. (4.3)
Если функция v порядка не выше p, т. е. ord∞[v] 6 p в обозначениях из
[1, (2.1o)], то в качестве функции H ∈ har(C) можно выбрать гармони-
ческий многочлен степени не выше q.
Доказательство. Можем считать, что
(
D(r0) ∩ Cup
) ∩ supp ν = ∅, т. е.
ν0 = 0, поскольку возможность классического выметания v
bal[0]
ν0 из C
up с
мерой Рисса νbal[0]0 установлена в [1, теорема 8] для функций вида
vν0(z) :=
ˆ
D(r0)∩Cup)
log |z − ζ| dν0(ζ), z ∈ C, с мерой Рисса ν0.
Таким образом, далее допустимо рассматривать в (4.1) случай ν = ν∞.
Кроме того, достаточно рассмотреть ситуацию, когда v ∈ sbh∗(C) — функ-
ция с мерой Рисса ν ∈ M+(C) конечного типа при порядке p и задана
представлением Вейерштрасса –Адамара [1, 6.1, (6.6)–(6.9)], [6, 4.2]:
v(z) =
ˆ
Kq(ζ, z) dν(ζ), z ∈ C, Kq(ζ, z) := log
∣∣∣1− z
ζ
∣∣∣+ q∑
k=1
Re
zq
qζq
. (4.4)
Необходимо доказать равенствоˆ
Kq(ζ, z) dν(ζ) =
ˆ
Kq(ζ, z) dν
bal[q](ζ) для всех z /∈ Cup. (4.5)
По определению 3.1 согласно равенствам (3.1) и (3.2) можно рассматривать
только меру ν ∈ M+(Cup), сосредоточенную в Cup, поскольку выметание
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рода q не меняет часть заряда, сосредоточенную в Clow. Если в обозначении
δζ для меры Дирака в точке ζ ∈ Cup будет доказано равенство
Kq(ζ, z) =
ˆ
Kq(ξ, z) dδ
bal[q]
ζ (ξ) для всех z ∈ Clow, ζ ∈ Cup, (4.6)
то справедливо (4.5), поскольку из (4.6) по теореме 4(iv) из равенств (3.32)
с F (ζ) = Kq(ζ, z) при отмеченных соглашениях о мере ν с учётом (3.11)
имеем цепочку равенствˆ
Kq(ζ, z) dν
bal[q](ζ)
(3.32a)
=
ˆ (P [q]
Cup
Kq(·, z)
)
(ζ) dν(ζ)
(3.32b)
=
ˆ ˆ
Kq(ξ, z) dδ
bal[q]
ζ (ξ) dν(ζ)
(4.6)
=
ˆ
Kq(ζ, z) dν(ζ) для всех z /∈ Cup.
Итак, для завершения доказательства достаточна
Лемма 4.1. Имеет место (4.6).
Доказательство леммы 4.1. Можно расписать правую часть (4.6), ис-
ходя из тождества (3.5) предложения 3.1, c помощью функции распреде-
ления
(
δ
bal[q]
ζ
)R
заряда δbal[q]ζ , сосредоточенного на R, в видеˆ
Kq(ξ, z) d δ
bal[q]
ζ (ξ) =
ˆ
R
Kq(t, z) d
(
δ
bal[q]
ζ
)R
(t)
(3.30)
=
ˆ
R
Kq(t, z) P
[q](t, ζ) dt
(2.2a)
=
ˆ
R
Kq(t, z)
1
pi
Im
tq
ζq(t− ζ) dt, z /∈ C
up, ζ ∈ Cup. (4.7)
Рассмотрим комплексификации подынтегральных выражений. Полагаем
Kq(w, z) (4.4)= log
(
1− z
w
)
+
q∑
k=1
zq
qwq
, Cup ∋ w 6= z ∈ Clow, (4.8)
где для функции w 7→ log(1− z/w) выбрана одна из аналитических ветвей
в Cup, что возможно ввиду z/w 6= 1 в (4.8). Из разложения в ряд Тейлора
этой логарифмической функции при |w| > |z| получаем [6, лемма 4.2]
Kq(w, z) = O
(|w|−q−1) при Cup ∋ w→∞. (4.9)
Кроме того, из вида функции (4.8) сразу следует
Kq(w, z) = O
(|w|−q), при Cup ∋ w → 0, (4.10)
а также возможна одна логарифмическая особенность на R при w =
z ∈ R. Следующий интеграл по границе верхнего полукруга ∂Dup(R), где
Dup(R) := D(R) ∩ Cup, R > |w|, обозначаемый как
Iq(ζ, z) :=
ˆ
∂Dup(R)
Kq(w, z) w
q
2piiζq
dw
w − ζ , (4.11)
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абсолютно сходится при каждом ζ /∈ R, так как подынтегральное выраже-
ние в нём непрерывно всюду на R, кроме возможной лишь логарифмиче-
ской особенности на R при w = z ∈ R, а в нуле существует предел
lim
w→0
Kq(w, z) w
q
2piiζq
1
w − ζ
(4.10),(4.8)
= − z
q
2piiζq+1
.
При ζ ∈ Cup по теореме о вычетах при R > |w| имеем
Iq(ζ, z) = Kq(ζ, z) ζ
q
ζq
= Kq(ζ, z), (4.12)
а при замене ζ ∈ Cup на сопряжённое ζ¯ ∈ Clow в (4.11) ввиду голоморф-
ности подынтегрального выражения в Dup получаем Iq(ζ¯ , z) = 0. Отсюда,
вычитая последнее равенство из (4.12), из вида Iq в (4.11) имеемˆ
∂Dup(R)
Kq(w, z) w
q
2pii
(
1
ζq(w − ζ) −
1
ζ¯q(w − ζ¯ )
)
dw = Kq(ζ, z). (4.13)
При стремлении R→ +∞ часть интеграла (4.13) по верхней полуокружно-
сти Cup∩∂D(R) стремится к нулю, поскольку ввиду (4.9) подынтегральное
выражение в этой части интеграла ведёт себя как O(R−2) при R → +∞.
Таким образом, из (4.13) следует равенствоˆ
R
Kq(t, z) t
q
2pii
(
1
ζq(t− ζ) −
1
ζ¯q(t− ζ¯ )
)
dt = Kq(ζ, z), ζ ∈ Cup, z ∈ Clow.
Здесь часть подынтегрального выражения
tq
2pii
(
1
ζq(t− ζ) −
1
ζ¯q(t− ζ¯ )
)
=
1
pi
Im
tq
ζq(t− ζ) , t ∈ R,
всегда вещественна и последний интеграл можно переписать в видеˆ
R
Kq(t, z) 1
pi
Im
tq
ζq(t− ζ) dt = Kq(ζ, z), ζ ∈ C
up, z ∈ Clow.
Для вещественных частей обеих сторон этого равенства имеемˆ
R
ReKq(t, z) · 1
pi
Im
tq
ζq(t− ζ) dt = ReKq(ζ, z), ζ ∈ C
up, z ∈ Clow.
Поскольку ReKq(t, z) (4.4),(4.8)= Kq(t, z) при t ∈ R, то отсюда ввиду (4.7)
получаем требуемое равенство (4.6) и лемма доказана. 
Из доказанного имеем часть теоремы 6 до п. (i)–(ii), где две функции
v± ∈ sbh(C) с мерами Рисса (νbal[q])±, удовлетворяющими соотношению
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(3.26) теоремы 3, могут быть выбраны в виде представления Вейерштрас-
са –Адамара [6, 4.2]
v±(z) =
ˆ
Kq(ζ, z) d(ν
bal[q])±(ζ) +H±(z), v = v+ − v− +H, (4.14)
а при ord∞[v] 6 p функция H ∈ har(C) — гармонический многочлен сте-
пени не выше q. Рост субгармонических функций (4.14) легко оценивается
сверху, а именно: при нецелом p получаем п. (ii), а при целом p — п. (i) с
соотношением (4.2) подобно оценкам из [6, лемма 4.1, теорема 4.2]. В усло-
виях п. (iii) по теореме 3, п. 4, меры (νbal[q])± конечного типа при порядке p
и вновь из представления (4.14) стандартным путем [6, лемма 4.1, теорема
4.2] получаем (4.3). 
4.2. Выметание δ-субгармонической функции конечного порядка
из угла. Редукцией угла ∠(α, β) из (3.35) к верхней полуплоскости с по-
мощью конформной замены переменных (3.36) с последующим обратным
«возвращением» к углу ∠(α, β) можно распространить теорему 6 преды-
дущего подраздела 4.1 с помощью теоремы 5 из п. 3.4 на выметание δ-
субгармонической функции из угла ∠(α, β) вида (3.35). Определение 4.1
переносится на углы практически дословно:
Определение 4.2. Пусть v ∈ δ-sbh∗(C). Функцию vBal ∈ δ-sbh∗(C) назы-
ваем выметанием функции v из угла ∠(α, β) на его дополнение C\∠(α, β),
если vBal = v на C \ ∠(α, β) вне полярного множества и vBal ∣∣
∠(α,β)
— гар-
моническая функция в угле ∠(α, β).
Теорема 7. Пусть v ∈ δ-sbh∗(C), ее заряд Рисса ν := νv ∈ M(C) ко-
нечного типа при порядке p ∈ R+∗ , а число q выбрано как в (3.39). Для
произвольного r0 ∈ R+∗ представим заряд Рисса ν := νv функции v в виде
суммы зарядов
ν = ν
∣∣
D(r0)∩∠(α,β) +ν
∣∣
C\(D(r0)∩∠(α,β))=: ν0 + ν∞.
Тогда существует выметание vBal с зарядом Рисса
(ν0)
bal[0]
C\∠(α,β) + (ν∞)
bal[q]
C\∠(α,β),
представимое в виде vBal = v+ − v− + H, где H ∈ har(C), обе функции
v± ∈ sbh∗(C) порядка p гармоничны в ∠(α, β), а также
(i) при любом p выполнено (4.2);
(ii) при нецелом β−αpi p и целом p ∈ N0 выполнено (4.3);
(iii) при одновременно нецелых p и β−αpi p имеем type
∞
p [v±] < +∞;
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(iv) Если q = β−αpi p ∈ N0 — целое число, — в частности, piqβ−α = p, — и
для ν в угле ∠(α, β) выполнено условие Бляшке рода p, т. е. (3.42),
то выполнено соотношение (4.3).
Если функция v порядка не выше p, т. е. ord∞[v] 6 p, то в качестве H
можно выбрать гармонический многочлен степени не выше [p].
Явные выкладки с заменами переменных при выводе теоремы 7 из тео-
ремы 6 громоздки, хотя идейно не вносят ничего нового по сравнению с
доказательством теоремы 6. Незначительное чисто техническое изменение
после редукции (3.36) к Cup возникает для аналога леммы 4.1, который
приходится доказывать с заменой переменных ζ и z на некоторую их сте-
пень, явно выражаемую через p, α, β. Здесь мы эти детали опускаем.
4.3. Условие Бляшке конечного рода в терминах δ-субгармон-
ической функции. Ключевое для частей теорем 6(iii) и 7(iv) условие
Бляшке рода p (3.42) формулируется в терминах заряда Рисса νv функции
v ∈ δ-sbh(C). Естественно рассмотреть возможность его формулировки в
терминах самой функции v без привлечения её заряда Рисса νv.
Всюду в настоящем подразделе 4.3 в обозначениях (3.35) предполагаем,
что числа p, q ∈ R+ связаны условиями
q =
β − α
pi
p ∈ N, (4.15a)
pi
p
=
β − α
q
. (4.15b)
Важную роль далее будет играть интеграл
J
[p]
α,β(r0, r; v) :=
ˆ r
r0
v(teiα) + (−1)q−1v(teiβ)
tp+1
dt, 0 < r0 6 r < +∞. (4.16)
Предложение 4.1. Пусть заряд Рисса νv функции v ∈ δ-sbh∗(C) ко-
нечного типа при порядке p. При (4.15) заряд νv удовлетворяет условию
Бляшке рода p из (3.42) в угле ∠(α, β), если и только если при некотором
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(любом) r0 ∈ R+∗ выполнено соотношение
A
[p]
α,β(r0, r, v) +B
[p]
α,β(r0, r, v) = O(1) при r → +∞, где (4.17a)
A
[p]
α,β(r0, r, v) :=
p
2pi
ˆ r
r0
(
1
tp
− t
p
r2p
)(
v(teiα) + (−1)q−1v(teiβ)) dt
t
(4.17b)
(4.16)
=
p
2pi
(
J
[p]
α,β(r0, r; v)−
1
r2p
ˆ r
r0
v(teiα) + (−1)q−1v(teiβ)
t1−p
dt
)
(4.17c)
(4.16)
=
p2
pir2p
ˆ r
r0
J
[p]
α,β(r0, t; v) t
2p−1 dt, (4.17d)
B
[p]
α,β(r0, r, v) :=
p
pirp
ˆ β
α
v(reiθ) sin p(θ − α) dθ. (4.17e)
При этом если функция v представима в виде разности двух субгармони-
ческих функций конечного типа при порядке p, то условие Бляшке рода
p в угле ∠(α, β) для заряда Рисса νv эквивалентно условию
J
[p]
α,β(r0, r; v)
(4.16)
= O(1) при r → +∞ (4.18)
и, более того, при всех значениях r0 6 r < R < +∞∣∣∣∣∣J [p]α,β(r,R; v) −
ˆ
(D(R)\D(r))∩∠(α,β)
Im
−1
(ze−iα)p
dνv(z)
∣∣∣∣∣ = O(1). (4.19)
Доказательство. Представление (4.17c) для A[p]α,β(r0, r, v) сразу следует
из определений (4.17b) и (4.16). Перейти от (4.17b) к (4.17d) можно ана-
логично [9, (5.07)] интегрированием по частям, исходя из равенств
Apα,β(r0, r, v)
(4.17b)
=
p
2pi
ˆ r
r0
(
1−
( t
r
)2p)
d
ˆ t
r0
v(seiα) + (−1)q−1v(seiβ)
tp+1
ds
=
p
2pi
2p
ˆ r
r0
(ˆ t
r0
v(seiα) + v(seiβ)
sp+1
ds
)
t2p−1
r2p
dt,
где внутренний интеграл равен Jα,β(r0, t; v), t > r0.
Можно ограничиться рассмотрением субгармонической функции v c ме-
рой Рисса νv конечного типа при порядке p.
В условиях (3.35) и (4.15) угол ∠(α, β) можно разбить на q равных не
пересекающихся углов
∠(αk, βk), k = 1, 2, . . . , q, αk = α+ (k − 1) pi
p
, βk = αk+1 (4.20)
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раствора (4.15b). Применим в каждом угле ∠(αk, βk)формулу Карлемана в
виде [1, лемма 6.1] с конформным переносом в угол ∠(α, β). В обозначениях
из [1, предложение 6.2, (6.12)] в случае type∞p [νp] < +∞ это дает
[Eqk] соотношение
Aαk,βk(r0, r, v) +Bαk,βk(r0, r, v)
=
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(αk ,βk)
Im
( −1
(ze−iαk)
pi
βk−αk
− (ze
−iαk)
pi
βk−αk
r
2pi
βk−αk
)
dνv(z) +O(1)
=
∣∣∣∣ввиду type∞p [νv] < +∞
∣∣∣∣
=
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(αk ,βk)
Im
−1
(ze−iαk)
pi
βk−αk
dνv(z) +O(1)
(4.20)
=
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(αk ,βk)
Im
−1
(ze−iα)p(−1)k−1 dνv(z)+O(1) при r→ +∞,
Оставляя в этих q равенствах [Eqk] только правые и левые части, произ-
ведем над этими равенствами действия вида
∑q
k=1(−1)k−1 · [Eqk], которые
ввиду равенств
q∑
k=1
(−1)k−1Aαk ,βk(r0, r, v)
(4.15),(4.20)
= A
[p]
α,β(r0, r, v),
q∑
k=1
(−1)k−1Bαk,βk(r0, r, v)
(4.15),(4.20)
= B
[p]
α,β(r0, r, v),
q∑
k=1
(−1)k−1
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(αk ,βk)
Im
−1
(ze−iα)p(−1)k−1 dνv
(3.42)
=
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(α,β)
Im
1
(ze−iα)p
dν(z)
дают соотношение
A
[p]
α,β(r0, r, v) +B
[p]
α,β(r0, r, v)
=
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(α,β)
Im
−1
(ze−iα)p
dνv(z) +O(1) при r→ +∞. (4.21)
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Отсюда следует эквивалентность соотношения (4.17a) условию Бляшке
(3.42) рода p в угле ∠(α, β).
Если type∞p [v] < +∞, то по [1, лемма 6.2, (6.17)] в (4.21) второе слагаемое
в левой части можно заменить на O(1) при r → +∞ и в этом случае
J
[p]
α,β(r0, r; v)−
1
r2p
ˆ r
r0
(
v(teiα) + (−1)q−1v(teiβ))tp−1 dt
(4.17c)
=
ˆ
(D(r)\D(r0))∩∠(α,β)
Im
−1
(ze−iα)p
dνv(z) +O(1) при r → +∞ (4.22)
При этом из (3.35) и (4.15a) следует, что p > 1/2.
Лемма 4.2. Пусть p ∈ R+ и v ∈ sbh∗(C), type∞p [v] < +∞. Тогда для
любого r0 ∈ R+∗ справедливо соотношениеˆ r
r0
∣∣v(t)∣∣ts−1 dt =
{
O
(
rp+s
+)
для s ∈ R∗,
O
(
rp log r
)
для s = 0
при r → +∞. (4.23)
Доказательство леммы 4.2. При s > 1 достаточно применить теорему
A3 с оценкой (1.10), а при s < 1 — ту же теорему A3 c оценкой (1.11). 
По лемме 4.2 с s = p вычитаемый интеграл в левой части (4.22) c множи-
телем r−2p ведет себя как O(1) при r→ +∞. Таким образом, в рассматри-
ваемом случае выполнено (4.19), согласно которому условие Бляшке рода
p в угле ∠(α, β) для заряда Рисса νv эквивалентно условию (4.18). 
По аналогии с целыми функциями класса A [9, гл. V] примем
Определение 4.3. Функция v ∈ δ-sbh∗(C) c зарядом Рисса νv конечного
типа при порядке p ∈ R+ принадлежит классу Ахиезера рода p, или классу
A рода p, относительно угла ∠(α, β) в условиях (4.15a), если выполнено
одно из двух эквивалентных друг другу в силу предложения 4.1 условий:
(i) заряд Рисса νv функции v удовлетворяет условию Бляшке рода p из
(3.42) в угле ∠(α, β);
(ii) функция v удовлетворяет условию (4.17a) с соответствующими упро-
щением (4.18) при type∞p [v] < +∞.
Замечание 4.1. При доказательстве предложения 4.1 можно было бы
использовать и некоторое обобщение формулы Карлемана без разбиения
угла ∠(α, β) вида (4.20), основанное при условиях (4.15) на дважды при-
мененной второй формуле Грина к функции v ∈ sbh∗(C) и к функции
Im
(
1
(ze−iα)p
− (ze
−iα)p
r2p
)
,
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а также ее инверсии относительно ∂D(r0), r0 < r, так, как это проделано
при доказательстве [17, теорема 1].
Замечание 4.2. Для функции v ∈ δ-sbh∗(C), представимой в виде раз-
ности субгармонических функций конечного типа при порядке p ∈ R+∗ ,
c зарядом Рисса ν = νv, исходя из классического выметания из первой
части [1] и конечного числа выметаний для каждого дополнительного к
системе лучей угла раствора не менее pi/p, можно построить глобальное
выметание vBalS на систему лучей S, по простой схеме:
(i) произвести классическое выметание vbal рода 0 одновременно из всех
дополнительных к S углов раствора < pi/p и из конечного числа до-
полнительных к S углов (3.35) раствора > pi/p, в которых выполне-
но классическое условие Ахиезера рода 1 около ∞ в угле ∠(α, β) [1,
теорема 8, предложение 6.2, определение 6.4];
(ii) В, возможно, оставшемся конечном числе дополнительных углов
(3.35) раствора > pi/p, в которых не выполнено условие Ахиезера ро-
да 1 из определения 4.3, построить выметание (vbal)Bal рода q так
же, как в теореме 7.
Последовательность применения пунктов (i) и (ii) здесь можно поменять
местами. При этом в результате действий по п. (i) выметание vbal будет
оставаться функцией конечного типа при порядке p, к тому же субгармо-
нической, если субгармонична исходная функция v. При необходимости
применения п. (ii) результатом будет δ-субгармоническая функция на C и
возможны вариации ее роста в соответствии с пунктами (i)–(iv) теоремы
7. Более детально, по теореме 7 имеем vBalS = v+ − v− + H, где функции
v± ∈ sbh∗(C) удовлетворяют, как минимум, одному из ограничений (4.2)
или (4.3), H ∈ har(C) многочлен степени не выше [p], а заряд Рисса выме-
тания vBalS — это выметание ν
Bal
S заряда ν, построенное по соответствующей
схеме (i)–(iv) из замечания 3.3.
4.4. Доказательство теоремы A2. Части (i), (ii) и (iv) теоремы A2
— частные случаи соответственно частей (i), (iii) и (iv) теоремы 7 при
β − α = 2pi, где дополнение (1.7) основано на условии (4.18) предложения
4.1. В случае p ∈ N можно дать два варианта вывода части (iii) теоремы
A2. В обоих вариантах ввиду q = 2p ∈ N основываемся на части (iv) теоре-
мы 7, согласно которой для доказательства соотношения (1.6) достаточно
убедиться, что для заряда Рисса νv функции v ∈ δ-sbh∗(C), представимой
в виде разности двух субгармонических функций конечного типа при по-
рядке p, выполнено условие Бляшке (3.42), т. е. (1.5), рода p в угле ∠(0, 2pi).
Из такого представления функции v сразу следует, что для νv выполнено
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условие Линделёфа [1, определение 4.7]∣∣∣∣∣
ˆ
D(r)\D(r0)
1
zp
dν(z)
∣∣∣∣∣ = O(1) при r → +∞,
из которого ввиду равенства∣∣∣∣∣
ˆ
(D(r)\D(r0))\R+
Im
1
zp
dν(z)
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ Im
ˆ
D(r)\D(r0)
1
zp
dν(z)
∣∣∣∣∣, p ∈ N,
при целом p ∈ N сразу следует условие Бляшке (1.5) рода p в угле ∠(0, 2pi).
Другой подход опирается на то, что для угла ∠(0, 2pi) при p ∈ N имеем
четное q = 2p и тогда J [p]0,2pi(r0, r; v)
(4.16)≡ 0 при r > r0. Следовательно,
автоматически выполнено условие (4.18), эквивалентное условию Бляшке
рода p в угле ∠(0, 2pi) для заряда Рисса νv, т. е. снова получаем требуемое
условие Бляшке (1.5) рода p в угле ∠(0, 2pi).
4.5. Интегралы от субгармонических функций по лучу. Резуль-
таты настоящего подраздела представляют и самостоятельный интерес,
поскольку необходимость оценки роста интегралов по лучу от субгармо-
нических функций довольно часто возникает в теории функций. Поэтому
мы устанавливаем их в гораздо более общей форме, чем требуется для
наших целей в нашей работе: для субгармонических функций произволь-
ного роста с произвольными положительными функциями-множителями.
Техника оценок имеет параллели с доказательством леммы Эдрея и Фук-
са о малых дугах [11], [12, гл. 1, теорема 7.3], леммы о малых интервалах
А.Ф. Гришина и М.Л. Содина [13, лемма 3.2] и ее аналогов [8, теорема 8].
Нам потребуется одна из оценок снизу для субгармонических функций,
которые установлены в [15], [16] в гораздо более общей форме, чем необ-
ходимо в настоящем подразделе. Приведем здесь эту оценку снизу в су-
щественно упрощенной форме, используя обозначение D(z, r) := z +D(r)
для открытого круга с центром в точке z ∈ C радиуса r ∈ R+∗ .
Предложение 4.2 ([15, теорема 1.2], [16, теорема 2]). Пусть v ∈ sbh∗(C),
число B > 1. Тогда существуют абсолютная постоянная A > 1 и после-
довательность кругов D(zj , rj), j ∈ N, для которых
v(z)
(1.8)
> −Mv
(
(1 + 1/B)|z|)AB log(AB), z /∈ ⋃
j∈N
D(zj , rj), (4.24a)
∑
|zj |6r
rj 6
1
B
r при всех r > 0. (4.24b)
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Предложение 4.2 сразу следует из [15, теорема 1.2], [16, теорема 2] при
постоянных функциях A(t) ≡ B2, ψ(t) ≡ 1/B, t ∈ R+, и числе β = 1.
Предложение 4.3. Для любых двух чисел r0, b ∈ R+ из (1.9) можно по-
добрать столь большое число B > 1, что для любой последовательности
кругов D(zj , rj), j ∈ N, удовлетворяющей ограничению (4.24b), для любой
точки z /∈ D(r0) найдется число rz > 0, удовлетворяющее условиям
0 < rz 6 b|z|,
( ⋃
j∈N
D(zj , rj)
)⋂
∂D(z, rz) = ∅, (4.25)
т. е. окружность ∂D(z, rz) при некотором rz > 0 содержится в круге
D
(
z, b|z|) и не пересекается ни с одним из кругов D(zj , rj), j ∈ N.
Стандартное элементарное доказательство предложения 4.3, основанное
на круговых проекциях D(zj , rj) на радиус круга D
(
z, b|z|), опускаем.
Предложение 4.4. Пусть v ∈ sbh∗(C) c мерой Рисса νv. Тогда в условиях
(1.9) найдется число C > 1, с которым справедлива оценка
∣∣v(z)∣∣ 6
(1+b)|z|ˆ
(1−b)|z|
log+
b|z|∣∣r − |z|∣∣ dνradv (r)+CM+v
(
(1+2b)|z|) при всех |z| > r0,
где log+ r := max{0, log r}.
Доказательство. По определению (1.8) из принципа максимума
v(z) 6Mv
(|z|) 6M+v ((1 + 2b)|z|), z ∈ C. (4.26)
Исходя из оценки снизу (4.24a) предложения 4.2 при достаточно большом
B по предложению 4.3 найдется число rz ∈
(
a|z|, b|z|), удовлетворяющее
согласно (4.25) для некоторой постоянной C ∈ R, не зависящей от точки
z /∈ D(r0), оценке снизу
v(z′) > −CMv
(
(1 + 1/B)|z′|) > −CM+v ((1 + 1/B)(1 + b)|z|)
> −CM+v
(
(1 + 2b)|z|) для всех z′ ∈ ∂D(z, rz). (4.27)
По формуле Пуассона –Йенсена [6, 3.7], [7, 4.5] для круга D(z, rz) имеем
v(z) = −
ˆ
D(z,rz)
log
∣∣∣ r2z
rz(z − z′)
∣∣∣ dνv(z′) + h(z) =: G(z) + h(z), (4.28)
где наименьшая гармоническая мажоранта h функции v в круге D(z, rz)
ввиду (4.26) и (4.27) удовлетворяет оценке∣∣h(z)∣∣ 6 CM+v ((1 + 2b)|z|), (4.29)
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и, поскольку функция Грина под знаком интеграла c полюсом z в центре
круга в промежуточном равенстве из (4.28) положительна, имеем
∣∣G(z)∣∣ 6 ˆ
D(z,rz)
log
rz
|z − z′| dνv(z
′) 6
ˆ
D(z,rz)
log+
b|z|
|z − z′| dνv(z
′)
6
ˆ
D(z,b|z|)
log+
b|z|∣∣|z′| − |z|∣∣ dνv(z′) 6
(1+b)|z|ˆ
(1−b)|z|
log+
b|z|∣∣r − |z|∣∣ dνradv (r).
Из последней оценки, (4.29) и (4.28) следует предложение 4.4. 
Теорема 8. Пусть v ∈ sbh∗(C) c мерой Рисса νv, g : R+∗ → R+ — локально
интегрируемая функция по мере Лебега λR на R
+ и числа r0, b из (1.9).
Тогда найдется постоянная C > 1, с которой выполнена оценка
Rˆ
r0
|v(t)| g(t) dt 6 2R
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
sup
{
g(s) : (1− 2b)r 6 s 6 (1 + 2b)r} dνradv (r)
+ CM+v
(
(1 + 2b)R
) Rˆ
r0
g(t) dt для всех R > r0. (4.30)
Доказательство. Из оценки предложения 4.4
Rˆ
r0
|v(t)|g(t) dt 6
Rˆ
r0
( (1+b)tˆ
(1−b)t
log+
bt
|r − t| dν
rad
v (r)+CM
+
v
(
(1+ 2b)t
))
g(t) dt
6
Rˆ
r0
( (1+b)tˆ
(1−b)t
log+
R
|r − t| dν
rad
v (r)
)
g(t) dt+ CM+v
(
(1 + 2b)R
) Rˆ
r0
g(t) dt
= I(r0, R) + CM
+
v
(
(1 + 2b)R
) Rˆ
r0
g(t) dt при всех R > r0, (4.31)
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где через I(r0, R) обозначен повторный интеграл перед равенством. Для
его оценки поменяем интегралы местами:
I(r0, R) 6
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
ˆ r
1−b
r
1+b
log+
R
|t− r| g(t) dt dν
rad
v (r)
6
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
ˆ (1+2b)r
(1−2b)r
log+
R
|t− r| g(t) dt dν
rad
v (r). (4.32)
Используя замену t − r = s в последнем внутреннем интеграле, можем
продолжить эти неравенства как
6
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
sup
{
g(s) : (1−2b)r 6 s 6 (1+2b)r}
(
2
ˆ 2br
0
log+
R
s
ds
)
dνradv (r)
6
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
sup
{
g(s) : (1− 2b)r 6 s 6 (1 + 2b)r}
(
2
ˆ R
0
log+
R
s
ds
)
dνradv (r)
=
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
sup
{
g(s) : (1− 2b)r 6 s 6 (1 + 2b)r}2R dνradv (r). (4.33)
Таким образом, (4.31),(4.32), (4.33) дают требуемую оценку (4.30). 
4.6. Доказательство теоремы A3. Для возрастающей g из оценки
(4.30) теоремы 8 следует цепочка неравенств
Rˆ
r0
|v(t)| g(t) dt 6 2R
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
g
(
(1 + 2b)r
)
dνradv (r) +CM
+
v
(
(1 + 2b)R
)
g(R)R
6 2Rg
(
(1 + 4b)R
)
νradv
(
(1 + b)R
)
+ CM+v
(
(1 + 2b)R
)
g(R)R
6 2Rg
(
(1 + 4b)R
)
M+v
(
(1 + 2b)R
)
log
1 + 2b
1 + b
+ CM+v
(
(1 + 2b)R
)
g(R)R для всех R > r0,
что доказывает (1.10).
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Для убывающей функции g из оценки (4.30) теоремы 8, используя ин-
тегрирование по частям, получаем
Rˆ
r0
|v(t)| g(t) dt 6 2R
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
g
(
(1−2b)r) dνradv (r)+CM+v ((1+2b)R)
Rˆ
r0
g(t) dt
6 2Rg
(
(1− 2b)(1 + b)R)νradv ((1+ b)R)+2R
(1+b)Rˆ
(1−b)r0
νradv (r) d
(
−g((1− 2b)r))
+ CM+v
(
(1 + 2b)R
) Rˆ
r0
g(t) dt 6 2R g
(
(1− b)R)M+v ((1 + 2b)R) log 1 + 2b1 + b
+2RM+v
(
(1 + 2b)R
)
log
1 + 2b
1 + b
(
−g((1− 2b)(1 + b)R)+ g((1− 2b)(1− b)r0))
+ CM+v
(
(1 + 2b)R
) Rˆ
r0
g(t) dt для всех R > r0. (4.34)
Ввиду строгой положительности функции g, очевидно,
ˆ R
r0
g(t) dt — возрастающая функция по R > r0. (4.35)
Цепочку неравенств (4.34) можем продолжить как
6 CM+v
(
(1 + 2b)R
)(
CbRg
(
(1− b)R)+ C ′bg((1− 3b)r0)+ C
Rˆ
r0
g(t) dt
)
6 CM+v
(
(1+2b)R
)(
Cb
ˆ R
r0
g
(
(1−b)r) dr+Cbr0g((1−b)R)+C ′bg((1−3b)r0)
+C
Rˆ
r0
g(t) dt
) (4.35)
6 Cb,r0M
+
v
(
(1 + 2b)R
) ˆ R
r0
g
(
(1− b)r) dr при R > 2r0,
где Cb, C ′b, Cb,r0 — постоянные, не зависящие от R > 2r0. Это дает (1.11).
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4.7. Критерии вполне регулярного роста субгармонической фун-
кции на системе лучей. Известно, что субгармоническая функция ко-
нечного типа при порядке p ∈ R+∗ имеет вполне регулярный рост на за-
мкнутой системе лучей S тогда и только тогда, когда она вполне регу-
лярного роста на каждом из лучей из S [18, введение]. Поэтому один из
критериев вполне регулярного роста на S содержится в следующем пункте
4.7.1. Критерий вполне регулярного роста субгармонической функции на
одном луче. Для заряда ν ∈ M(R+) функцию распределения этого заряда
на R+ обозначаем через νR
+
(x) = ν
(
[0, x]
)
, x ∈ R+.
Теорема 9. Функция v ∈ sbh∗(C) с мерой Рисса νv, 0 /∈ supp νv, конеч-
ного типа при порядке p ∈ R+∗ имеет вполне регулярный рост при том
же порядке p ∈ R+∗ на луче R+ тогда и только тогда, когда для вымета-
ния (νv)
bal[[2p]]
R+
∈ M(R+) рода [2p] меры Рисса νv на R+ и для некоторого
исключительного подмножества E
(1.15)⊂ R+ нулевой относительной ли-
нейной меры на R+ существует предел
lim
x→+∞
x/∈E
x[p]+1−p
+∞ 
0
1
x− t
(
(νv)
bal[[2p]]
R+
)R+
(t)
dt
t[p]+1
∈ R. (4.36)
Доказательство. Выметание vBal на R+ субгармонической функции v
может быть с зарядом Рисса (νv)
bal[[2p]]
R+
∈ M(R+), который удовлетворяет,
как минимум, асимптотическому условию из п. (i) теоремы A2 , и вымета-
ние vBal совпадает с функцией v почти всюду по мере Лебега на R+. При
этом справедливо представление Вейерштрасса –Адамара
v(x) = vBal(x) =
+∞ˆ
0
K[p](x, t) d
(
(νv)
bal[[2p]]
R+
)R+
(t) +H(x) (4.37)
для почти всех x ∈ R+, гдеH — гармонический многочлен степени не выше
[p], уже являющийся функцией вполне регулярного роста на C. Согласно
[1, предложение 6.3] интеграл в правой части (4.37) можно записать как
+∞ 
0
Re
x[p]+1
t[p]+1(x− t)
(
(νv)
bal[[2p]]
R+
)R+
(t) dt. (4.38)
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Определение вполне регулярного роста при порядке p на луче R+ функции
v означает существование конечного предела
lim
x→+∞
x/∈E
1
xp
v(x), (4.39)
где исключительное подмножество E
(1.15)⊂ R+ нулевой относительной ли-
нейной меры на R+ «не чувствует» добавления множества нулевой меры
Лебега на R+. Согласно (4.37)–(4.38) существование предела (4.39) экви-
валентно существованию предела (4.36). 
Замечание 4.3. Теорема A4 из п. 1.2.4 сразу следует из теоремы 9 при
v = log |f | и νv = nZ.
4.7.2. Критерий вполне регулярного роста субгармонической функции на
конечной системе лучей. Для произвольной конечной системы лучей
lj := l(θj) := {teiθj ∈ C : t ∈ R+},
j = 1, . . . , k ∈ N, θ1 < · · · < θk < θ1 + 2pi,
(4.40)
для субгармонической функции v ∈ sbh∗(C) конечного типа при порядке
p ∈ R+∗ c мерой Рисса ν также конечного типа при порядке p, комби-
нируя выметания различного рода выметания из дополнительных к си-
стеме S = {lj : j = 1, . . . , k ∈ N}, как в замечаниях 3.3 и 4.2, можно
явно построить выметание vBalS ∈ δ-sbh∗(C) функции v на S c зарядом
Рисса νBalS c носителем на S и удовлетворяющим, как минимум, условию
|νBal|rad(r) = O(rp log r) при r → +∞. Обозначим функции распределения
на лучах lj из (4.40) выметания νBal через
nj(t) := ν
Bal
(
lj ∩D(t)
)
. (4.41)
В приведенных соглашениях и обозначениях п. 4.7.2 имеет место
Теорема 10. Пусть S
(4.40)
= {lj}j=1,...,k. Функция v вполне регулярного
роста на S при порядке p, если и только если существуют множества
Ej
(1.15)⊂ R+, j = 1, . . . , k, нулевой относительной линейной меры, для
которых с функциями распределения nj из (4.41) существуют k пределов
lim
r→+∞
r /∈Ej
r[p]+1−p
k∑
j′=1
 +∞
0
Re
ei([p]+1)θj
t[p]+1(reiθj − t) nj′(t) dt, j = 1, . . . , k. (4.42)
Доказательство опускаем, поскольку оно повторяет таковое из [1, 6.4.2,
доказательство теоремы 10].
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